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Abstract In this work, we consider the time-fractional diffusion equations depend on fractional

orders. In more detail, we study on the initial value problems for the time semi-linear fractional

diffusion-wave system and discussion about continuity with respect to the fractional derivative

order. We find the answer to the question: When the fractional orders get closer, are the corre-

sponding solutions close? To answer this question, we present some depth theories on PDEs and

fractional calculus. In addition, we add an example numerical to verify the proposed theory.
� 2020 The Authors. Published by Elsevier B.V. on behalf of Faculty of Engineering, Alexandria

University. This is an open access article under the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.org/

licenses/by-nc-nd/4.0/).
1. Introduction

In the area fractional calculus, there are many applications in

mechanic, biological, physical science, and applied science
where the generalization of classical diffusion equation is the
fractional diffusion equation. There are many methods and

ideas were developed for fractional PDEs; we cite the reader
to [15–18,26,27,21,3,5,6,28,8,29,38–66,40,17,41], and the refer-
ences therein. Tuan et al. [23] established continuity with a

fractional order of the time diffusion-wave equation. In this
paper, we extend the equation and consider the following cou-
pled semi-linear fractional diffusion-wave equations with

x 2 X; t 2 0;Tð Þ
@a
t u x; tð Þ þAu x; tð Þ ¼ F u; vð Þ;

@a
t v x; tð Þ þAv x; tð Þ ¼ G u; vð Þ;

�
ð1:1Þ
with the boundary conditions as follows: u x; tð Þ ¼ 0 and
v x; tð Þ ¼ 0 for x 2 @X; t 2 0;Tð �. In addition, the problem
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(1.1) satifies the following initial value conditions (for

x; tð Þ 2 X� 0f g)
u x; tð Þ ¼ u0 xð Þ; ut x; tð Þ ¼ 0;

and

v x; tð Þ ¼ v0 xð Þ; vt x; tð Þ ¼ 0:

In (1.1), the symmetric uniformly elliptic operator A which

is defined in [15], the constant 1 < a < 2 is the fractional-order.
In addition, the Caputo fractional derivative @a

t (respect to t)

which is defined as follows

@a
t u x; tð Þ :¼ 1

C 2� að Þ
Z t

0

t� gð Þ1�a @
2u

@g
x; gð Þdg;

here, the Gamma function is C. If a ¼ 2 then @2
t is understood

as the usual time derivative. Let X be a open domain and
bounded in Rn adding a smooth boundary @X. The functions
F;G; u0; v0 satisfy some given assumptions. The case

1 < a < 2 of our problem is called super-diffusive model of
anomalous diffusion equation. We can see some quasi linear
equations with the form of (1.1), where classical time derivative
a ¼ 2ð Þ.
The author El-Sayed ([30]) defines the following fractional

order problem

@a
t u x; tð Þ þAu x; tð Þ ¼ 0; u 0ð Þ ¼ u0; ut 0ð Þ ¼ 0; ð1:2Þ

and he also considered the existence of mild solution of (1.2).

Recently, some mathematicians, such as, Mainardi [35], Sch-
neider and Wyss [36] have studied some various properties of
the fractional diffusion/wave equation. Very recently, the

semi-linear super-diffusive equations are studied by E. Alvarez
and his co-authors [7], here they considered the well-posedness
of these problems. According to [31], the authors H. Jafari

et al., to get the approximate solution for nonlinear fractional
diffusion and wave equations, they applied the modified of the
homotopy perturbation method.

Recall that the problem (1.1) is associated to anomalous
diffusion phenomenon in physical motivations. Especially,
for 1 < a < 2, the problem (1.1) is used for the super-
diffusive model in heterogeneous media. Some physical back-

ground is found in Sokolov [37], Mainardi [32], Kilbas [33],
Podlubny [34]. For an example about the application of frac-
tional calculus in physical, the authors in [20] show that the

fractional calculus are effective to appreciate for the damping
controllers which compared to the classical derivative. In par-
ticular, in a diffusion model we need to describe a diffusion

process with a time-variable memory type.
According to our searching, there are very few works on the

fractional couped diffusion systems. Almost works used this

model to describe chemical, physical and biological processes
[1]. In the case: direct problem for the fractional diffusion sys-
tem, we can find many papers which was studied in [1,2,16].
However, there are no results about the investigating continu-

ity on the fractional order of time semi-linear fractional
diffusion-wave system. Hence, in this work, we deal on the fol-
lowing question

Does uan ! ua in an appropriate sense as n ! 1?

In order to solve the above question, we have some difficul-
ties things for considering all constants independently on the
fractional orders. This is a challenge task for us when we study

(1.3).
This article is numbered into sections as follows: In the first
section, we introduce the problem. In the second section, we
present some preliminaries which will be usful for next sec-

tions. In third section, we study the continuity property of
the solution of the initial problem (1.1). In the final section,
we also give a numerical example to show the useful of method

which is used in this paper.

2. Preliminaries

2.1. The Mittag-Leffler function

We consider an important function in this area which is called
by the Mittag-Leffler function as follows

Ea;b nð Þ ¼
X1
n¼1

nn

C naþ bð Þ ;

where a > 0; b 2 R and n 2 C. We call to mind the following
lemmas (see for example [40,13,14]), which will be useful for
the results in Sections 3 and 4.

Lemma 2.1. For C is a positive constant depending only on a. If
1 < a < 2, then for all n > 0, such that

jEa �nð Þj 6 C; jEa;a �nð Þj 6 C:

Proof. Applying Lemma 2.1 in [13]. h

Now, we consider the lemmas as follows.

Lemma 2.2. Let k > 0 and 1 < a < 2. For all t > 0, we have the

following identities

@tEa �ktað Þ ¼ �kta�1Ea;a �ktað Þ;
@t t

a�1Ea;a �ktað Þð Þ ¼ ta�2Ea;a�1 �ktað Þ:

Proof. Applying Lemma 2.2 in [19]. h

Lemma 2.3 (see [25]). Let 1 < a < 2 if T is large enough then

Ea �kjT
a

� �
– 0; ð2:3Þ

for all j 2 N then there exists two constant ma and Ma such that

ma

1þ kjT
a 6 Ea �kjT

a
� ��� �� 6 Ma

1þ kjT
a : ð2:4Þ

From lemma 2.3 [4], we have following lemma.

Lemma 2.4. Let 1 < a < b < 2; a 2 a; bð Þ and M1;M2 which
are two positive constants, and M3 which only depend on a; b
such that for any z > 0 we get

M1 a; bð Þ
1þ z

6 jEa �zð Þj 6 M2 a; bð Þ
1þ z

; jEa;a �zð Þj 6 M3 a; bð Þ
1þ z

: ð2:5Þ

Lemma 2.5. Let 0 < a < a < a0 < b and 0 < t 6 T. For any

� > 0 which independent on a, there always exists M� such that

jta � ta0j 6 max Tbþ2�; 1
� �

M� a0 � að Þ�ta��: ð2:6Þ

Proof. See Lemma 3.2 [19] h
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Using Lemmas 3.3–3.4 from section 3 [19], we consider the
lemma as follows.

Lemma 2.6. Assume that 1 < a < a < a0 < b < 2 and � > 0.

Then there exists B a; b; �; c;Tð Þ is a positive constant satisfies

jEa �kj t
a

� �� Ea0;1 �kj t
a0� �j 6 B a; b; �; b;Tð Þkb�1

j t�b 1�bð Þ�� a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �;
ð2:7Þ

for any 0 6 b � 1 and 0 < t 6 T.

Proof. See Lemma 3.3 from Section 3 in [19]. h

Lemma 2.7. Assume that 1 < a < a < a0 < b < 2. For � > 0
and any 0 6 b 6 1, there exists C a; b; �; b;Tð Þ is a positive con-

stant satisfies

ta�1Ea;a �kjta
� �� ta0�1Ea0;a0 �kjta0

� ��� ��
6 C a; b; �; b;Tð Þkb�1

j tab���1 a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �: ð2:8Þ

Proof. Using Lemma 3.4 from section 3 in [19]. h
2.2. Some Sobolev spaces

Note L2 Xð Þ;H1
0 Xð Þ;H2 Xð Þ denote the usual Sobolev space. Let

A is the operator considered on L2 Xð Þ with domain

H2 Xð Þ \H1
0 Xð Þ, where the spectrum is a increasing sequence

with positive real numbers kj
� �

jP1
respectively which satisfy

that limj!1kj ¼ 1. Let us denote by uj

� �
jP1

in

H2 Xð Þ \H1
0 Xð Þ are the orthonormal eigenfunctions of A

respectively, which mean that Auj ¼ kjuj. The sequence form

an orthonormal basic of L2 Xð Þ see e.g. [24]. We define by Ag

the following operator

Agv :¼
X1
j¼1

v;uj

� 	
kgj uj; v 2 D Agð Þ ¼ v 2 L2 Xð Þ :

X1
j¼1

j v;uj

� 	j2k2gj < 1
( )

:

The domain D Agð Þ is Banach spaces equipped with the norm

kvk2D Agð Þ :¼
X1
j¼1

k2gj v;uj

� 	�� ��2: ð2:10Þ

If g ¼ 1, we have D A1
� � ¼ H2 Xð Þ.

For g P 0 is a given number, we have the Hilbert space as
follows

Hg Xð Þ ¼ v 2 L2 Xð Þ :
X1
j¼1

j v;uj

� 	j2k2gj < 1
( )

: ð2:11Þ

We identified a norm for w u; vð Þ 2 Hg Xð Þ ¼ Hg Xð Þ �Hg Xð Þ
as follow

kwkHg Xð Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kuk2Hg Xð Þ þ kvk2Hg Xð Þ

q
: ð2:12Þ

Let a space of continuous functions with map
0;Tð � ! Hg Xð Þ is C 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ and 0 < b < 1 is a given

number. We define the space Cb 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ such that

sup
0<t6T

tb f tð Þk kHg Xð Þ < 1; f 2 C 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ;
in which (see [4])

kfkCb 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ :¼ sup
0<t6T

tbkfkHg Xð Þ:

The product space

Vb 0;T;Hg Xð Þð Þ ¼ Cb 0;T;Hg Xð Þð Þ � Cb 0;T;Hg Xð Þð Þ is also a

Banach space endowed with the norm

kwkVb 0;T;Hg Xð Þð Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kuk2Cb 0;T;Hg Xð Þð Þ þ kvk2Cb 0;T;Hg Xð Þð Þ

q
;

for w ¼ u; vð Þ 2 Vb 0;T;Hg Xð Þð Þ. Let p is a given positive real
number, we have L1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ is a Banach space with norm

kfkL1p 0;T;Hg Xð Þð Þ :¼ ess sup e�ptkfkHg Xð Þ: ð2:13Þ
The product space
W1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ ¼ L1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ � L1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ is also

a Banach space endowed with the norm

kwkW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kuk2L1p 0;T;Hg Xð Þð Þ þ kvk2L1p 0;T;Hg Xð Þð Þ

q
;

where w ¼ u; vð Þ 2 W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ.

3. Continuity with respect to fractional order of initial value

problem

The aim of this section, we consider the existence of a mild

solution of problem (1.1) with the initial condition u0; v0).
From [23], we have the solution in terms as

u �; tð Þ ¼ SA;a tð Þu0 þ
R t

0
PA;a t� sð ÞF u; vð Þ �; sð Þds;

v �; tð Þ ¼ SA;a tð Þv0 þ
R t

0
PA;a t� sð ÞG u; vð Þ �; sð Þds;

(
ð3:14Þ

where

SA;a tð Þw :¼
X1
j¼1

Ea �kjta
� �

w;uj

� 	
uj;

PA;a t� sð Þw :¼
X1
j¼1

t� sð Þa�1
Ea;a �kj t� sð Þa� �

w;uj

� 	
uj:

Lemma 3.1. Let 1 < a < 2; c < g < cþ 1 and w 2 Hg Xð Þ. The
following inequalities hold:

kSA;a tð ÞwkHg Xð Þ 6M2 a; bð Þta c�gð ÞkwkHc Xð Þ; ð3:15Þ
kPA;a t� sð ÞwkHg Xð Þ 6M3 a; bð Þ t� sð Þa�1kwkHg Xð Þ: ð3:16Þ

Proof. Using lemma (2.4), we get

kSA;a tð Þwk2Hg Xð Þ ¼
X1
j¼1

k2gj E2
a;1 �kj ta
� �j w;uj

� 	j2 6X1
j¼1

k2gj
M2 a;bð Þ
1þkj ta

� �2

j w;uj

� 	j2
6

X1
j¼1

k2gj
M2 a;bð Þ
1þkj ta

� �2 c�gþ1ð Þ
M2 a;bð Þ
1þkj ta

� �2 g�cð Þ
j w;uj

� 	j2
6 M2

2 a; bð Þt2a c�gð Þ
X1
j¼1

k2cj j w;uj

� 	j2 6 M2
2 a; bð Þt2a c�gð Þkwk2Hc Xð Þ:

Therefore, we have estimate as

kSA;a tð ÞwkHg Xð Þ 6 M2 a; bð Þta c�gð ÞkwkHc Xð Þ: ð3:17Þ
Similarly, using lemma (2.4), we have
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kPA;a t� sð Þwk2Hg Xð Þ ¼
X1
j¼1

k2gj t� sð Þ2 a�1ð Þ
E2

a;a �kj t� sð Þa� �j w;uj

� 	j2
6

X1
j¼1

k2gj t� sð Þ2 a�1ð Þ M3 a;bð Þ
1þkj t�sð Þa
� �2

j w;uj

� 	j2
6 M2

3 a; bð Þ t� sð Þ2a�2kwk2Hg Xð Þ:

ð3:18Þ

Therefore, we deduce

kPA;a t� sð ÞwkHg Xð Þ 6 M3 a; bð Þ t� sð Þa�1kwkHg Xð Þ:

Completing the proof of lemma (3.1). h

Lemma 3.2. Let 1 < a < 2; c < g < cþ 1; b ¼ c� gþ 1 with

0 < b < 1 and w 2 Hg Xð Þ. The following inequalities hold:

SA;a0 tð Þ �SA;a tð Þ½ �w 
Hg Xð Þ

6 B a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �t�b g�cð Þ��kwkHc Xð Þ;

ð3:20Þ

PA;a0 t� sð Þ �PA;a t� sð Þ½ �w 
Hg Xð Þ

6 C a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �kb�1
0 t� sð Þa cþ1�gð Þ���1kwkHg Xð Þ:

ð3:21Þ

Proof. Using lemma (2.6), we get

SA;a0 tð Þ �SA;a tð Þ½ �w 2
Hg Xð Þ ¼

X1
j¼1

k2gj Ea0;1 �kjta0
� �� Ea �kj ta

� �� �2j w;uj

� 	j2
6
X1
j¼1

k2gj B2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2k2 b�1ð Þ
j t�2b 1�bð Þ�2�j w;uj

� 	j2
6 B2 a; b; �;b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2t�2b 1�bð Þ�2�

X1
j¼1

k2 gþb�1ð Þ
j j w;uj

� 	j2
6 B2 a; b; �;b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2t�2b 1�bð Þ�2�kwk2Hgþb�1 Xð Þ:

Therefore, we obtain

SA;a0 tð Þ �SA;a tð Þ½ �w 
Hg Xð Þ

6 B a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �t�b g�cð Þ��kwkHc Xð Þ:

ð3:22Þ
where c ¼ gþ b� 1 < g; 0 < b < 1. Similarly, applying lemma
(2.7) with 0 < b < 1, we get

PA;a0 t� sð Þ �PA;a t� sð Þ½ �w 2
Hg Xð Þ

¼
X1
j¼1

k2gj t� sð Þa0�1
Ea0;a0 �kj t� sð Þ� �a0 � t� sð Þa�1

Ea;a �kj t� sð Þ� �ah i2
j w;uj

� 	j2
6
X1
j¼1

k2gj C a; b; �;b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �kb�1
j t� sð Þab���1

h i2
j w;uj

� 	j2
6 C a; b; �;b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �kb�1

0 t� sð Þab���1
h i2X1

j¼1

k2gj j w;uj

� 	j2
6 C a; b; �;b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �kb�1

0 t� sð Þab���1
h i2

kwk2Hg Xð Þ:

And so

PA;a0 t� sð Þ �PA;a t� sð Þ½ �w 
Hg Xð Þ

6 C a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ�½
þ a0 � að Þ�kb�1

0 t� sð Þa cþ1�gð Þ���1kwkHg Xð Þ:

we get all estimates of Lemma 3.2. This complete the proof. h
We assume that F;G satisfy the assumptions as follows.
(S.1)

kF u; vð Þ �; tð ÞkHg Xð Þ 6 C1 1þ ku �; tð ÞkHg Xð Þ þ kv �; tð ÞkHg Xð Þ
� �

;

kG u; vð Þ �; tð ÞkHg Xð Þ 6 C2 1þ ku �; tð ÞkHg Xð Þ þ kv �; tð ÞkHg Xð Þ
� �

;
ð3:23Þ

where u; vð Þ 2 Hg Xð Þ ¼ Hg Xð Þ �Hg Xð Þ.
(S.2).

kF u1; v1ð Þ �; tð Þ �F u2; v2ð Þ �; tð ÞkHg Xð Þ 6 K1 ku1 � u2kHg Xð Þ þ kv1 � u2kHg Xð Þ
� �

;

kG u1; v1ð Þ �; tð Þ �G u2; v2ð Þ �; tð ÞkHg Xð Þ 6 K2 ku1 � u2kHg Xð Þ þ kv1 � u2kHg Xð Þ
� �

;
ð3:24Þ

where u1; v1ð Þ 2 Hg Xð Þ; u2; v2ð Þ 2 Hg Xð Þ.

Definition 3.1. If the solution w ¼ u �; tð Þ; v �; tð Þð Þ 2
W1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ satisfies System (3.14), then w is called a

mild solution of Problem (1.1).

Theorem 3.1. Let u0; v0ð Þ 2 Hg Xð Þ. Assume that
1 < a < a < a0 < b < 2 and 0 < b < 1. The problem (1.1) has
unique solution w u; vð Þ 2 W1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ. Let wa 2 W1
p

0;T;Hg Xð Þð Þ and wa0 2 W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ be two solution of

(1.1) with fractional order a and a0 respectively. If exist numbers

c; � satisfy 0 < � < min a cþ 1� gð Þ � 1
2
; b c� gð Þ þ 1

2

� �
and

c < g < cþ 1 then

kwkVa g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ 6
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Cg;c

1;a a; bð Þ
q

exp
Cg;c

2;a a; b;Tð Þ
2

 !
;

kwa0 � wakVb g�cð Þþ� 0;T;Hg Xð Þð Þ
6 a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �

� M g;c;�
1 a; b;T; kw0kHc Xð Þ;C1;C2

� �
exp

h
M g;c;�

2 a; b;T;K1;K2ð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2T
i1=2

: ð3:26Þ

Proof (Proof of Theorem 3.1). Proof of this theorem consist

some smaller parts.

Part 1. Existence and uniqueness of the solution of (1.1)

For w 2 W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ We consider the following function

Dw :¼ DA;au �; tð Þ;DA;av �; tð Þð Þ
where

DA;au �; tð Þ ¼ SA;a tð Þu0 þ
R t

0
PA;a t� sð ÞF u; vð Þ �; sð Þds;

DA;av �; tð Þ ¼ SA;a tð Þv0 þ
R t

0
PA;a t� sð ÞG u; vð Þ �; sð Þds:

(

ð3:27Þ
By applying the Banach fixed-point theorem, we obtain that

the equation Dw� ¼ w� has the unique solution
w� 2 W1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ.
Let

w1 u1 �; tð Þ; v1 �; tð Þð Þ 2 W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ;w2 u2 �; tð Þ; v2 �; tð Þð Þ 2-

W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ we have
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DA;au1 �; tð Þ �DA;au2 �; tð Þ ¼
Z t

0

PA;a t� sð Þ F u1; v1ð Þ �; sð Þ �F u2; v2ð Þ �; sð Þ½ �ds;
ð3:28Þ

DA;av1 �; tð Þ �DA;av2 �; tð Þ ¼
Z t

0

PA;a t� sð Þ G u1; v1ð Þ �; sð Þ �G u2; v2ð Þ �; sð Þ½ �ds:
ð3:29Þ

We get the following estimate

e�pt DA;au1 �; tð Þ �DA;au2 �; tð Þð Þ 
Hg Xð Þ

¼ R t

0
PA;a t� sð Þe�pt F u1; v1ð Þ �; sð Þ �F u2; v2ð Þ �; sð Þ½ �ds 

Hg Xð Þ:

Applying lemma (3.1), we get the following estimate

e�pt DA;au1 �; tð Þ �DA;au2 �; tð Þð Þ 
Hg Xð Þ

6
R t

0
M3 a; bð Þ t� sð Þa�1

e�p t�sð Þ e�ps F u1; v1ð Þ �; sð Þk½
�F u2; v2ð Þ �; sð ÞkHg Xð Þ

i
ds:

Using (3.24) and applying Hölder inequality, we obtain

e�pt DA;au1 �; tð Þ �DA;au2 �; tð Þð Þ 
Hg Xð Þ

6 K1M3 a; bð Þ R t

0
e�ps u1 �; sð Þ � u2 �; sð Þk kHg Xð Þ

�
þ v1 �; sð Þ � v2 �; sð Þk kHg Xð ÞÞ t� sð Þa�1

e�p t�sð Þds

6 K1M3 a; bð Þ u1 � u2k kL1p 0;T;Hg Xð Þð Þ þ v1 � v2k kL1p 0;T;Hg Xð Þð Þ
� �Z t

0

t� sð Þa�1
e�p t�sð Þds

6 K1M3 a; bð Þ w1 � w2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ

Z t

0

t� sð Þa�1
e�p t�sð Þds

6 K1M3 a; bð Þ w1 � w2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ

Z t

0

t� sð Þa�1
ds

6 K1M3 a; bð Þ
a

ta w1 � w2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ:

Hence

DA;au1 �DA;au2
 

L1p 0;T;Hg Xð Þð Þ

6 K1M3 a; bð Þ
a

Ta w1 � w2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ: ð3:30Þ

We can obtain a similar estimate

DA;av1 �DA;av2
 

L1p 0;T;Hg Xð Þð Þ

6 K2M3 a; bð Þ
a

Ta w1 � w2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ: ð3:31Þ

Therefore, we find that

Dw1 �Dw2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ ¼ DA;au1 �DA;au2

 
L1p 0;T;Hg Xð Þð Þ

þ DA;av1 �DA;av2
 

L1p 0;T;Hg Xð Þð Þ

6 K1þK2ð ÞM3 a;bð Þ
a Ta w1 � w2k kW1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ:

ð3:32Þ

If w2 ¼ 0 then for any w 2 W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ then

Dwk kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ 6 Dw�Dw2k kW1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ þ Dw2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ

6 K1þK2ð ÞM3 a;bð Þ
a Ta wk kW1

p 0;T;Hg Xð Þð Þ þ Dw2k kW1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ:

ð3:33Þ

Dw2 :¼ DA;au2 �; tð Þ;DA;av2 �; tð Þð Þ;
where u2 ¼ v2 ¼ 0 and

DA;au2 �; tð Þ ¼ SA;a tð Þu0;
DA;av2 �; tð Þ ¼ SA;a tð Þv0:

�
ð3:34Þ
By applying Lemma 3.1, we deduce that

Dw2 2 W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ. Therefore, we conclude that if any

w 2 W1
p 0;T;Hg Xð Þð Þ then Dw is bounded.

Part 2. From (3.14) and using inequality

uþ vð Þ2 6 2 u2 þ v2
� �

, we have

ku �; tð Þk2Hg Xð Þ 6 2kSA;a tð Þu0k2Hg Xð Þ

þ 2

Z t

0

PA;a t� sð ÞF u; vð Þ �; sð Þds



2

Hg Xð Þ
:

ð3:35Þ
Applying Lemma 3.1, assumption (3.23), we obtain

ku �; tð Þk2Hg Xð Þ 6 2M2
2 a; bð Þt2a c�gð Þku0k2Hc Xð Þ

þ 2
R t

0
M3 a; bð Þ t� sð Þa�1kF u; vð Þ �; sð Þð ÞkHg Xð Þds

� �2
:

Multiplying both side to t2a g�cð Þ and using Hölder inequality,
we get

ta g�cð Þku �; tð ÞkHg Xð Þ
� �2
6 2M2

2 a; bð Þku0k2Hc Xð Þ

þ2M2
3 a; bð ÞC2

1t
2a g�cð Þ R t

0
1þ ku �; sð ÞkHg Xð Þ þ kv �; sð ÞkHg Xð Þ
� �

sa g�cð Þsa c�gð Þ t� sð Þa�1
ds

� �2
6 2M2

2 a; bð Þku0k2Hc Xð Þ

þ2M2
3 a; bð ÞC2

1t
2a g�cð Þ R t

0
1þ ku �; sð ÞkHg Xð Þ þ kv �; sð ÞkHg Xð Þ
� �2

s2a g�cð Þds
R t

0
s2a c�gð Þ t� sð Þ2a�2

ds:

Using Beta function property
R t

0
sh�1 t� sð Þ#�1

ds ¼
thþ#�1B h; #ð Þ; h > 0; # > 0 with assumption 2a c� gð Þ > �1,
we obtain

ta g�cð Þku �; tð ÞkHg Xð Þ
� �2
6 2M2

2 a; bð Þku0k2Hc Xð Þ

þ2M2
3 a; bð ÞC2

1t
2a g�cþ1ð Þ�1B h; #ð Þ R t

0

1þ ku �; sð ÞkHg Xð Þ þ kv �; sð ÞkHg Xð Þ
� �2

s2a g�cð Þds;

where h :¼ 2a c� gð Þ þ 1; # :¼ 2a� 1, by applying inequality

mþ nþ kð Þ2 6 3 m2 þ n2 þ k2
� �

, we get

ta g�cð Þku �; tð ÞkHg Xð Þ
� �2
6 2M2

2 a; bð Þku0k2Hc Xð Þ

þ6M2
3 a; bð ÞC2

1t
2a g�cþ1ð Þ�1B h; #ð Þ R t

0
1þ ku �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kv �; sð Þk2Hg Xð Þ
� �

s2a g�cð Þds

6 2M2
2 a; bð Þku0k2Hc Xð Þ þ 6M2

3 a;bð ÞC2
1
t2a 2g�2cþ1ð ÞB h;#ð Þ

2a g�cð Þþ1

þ6M2
3 a; bð ÞC2

1t
2a g�cþ1ð Þ�1B h; #ð Þ R t

0
ku �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kv �; sð Þk2Hg Xð Þ
� �

s2a g�cð Þds:

ð3:36Þ

Similarly, we can also obtain

ta g�cð Þkv �; tð ÞkHg Xð Þ
� �2

6 2M2
2 a; bð Þkv0k2Hc Xð Þ þ 6M2

3 a;bð ÞC2
1
t2a 2g�2cþ1ð ÞB h;#ð Þ

2a g�cð Þþ1

þ6M2
3 a; bð ÞC2

1t
2a g�cþ1ð Þ�1B h; #ð Þ R t

0
ku �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kv �; sð Þk2Hg Xð Þ
� �

s2a g�cð Þds:
ð3:37Þ

From (3.36) and (3.37), we arrive at

ku �; tð Þk2Hg Xð Þ þ kv �; tð Þk2Hg Xð Þ
� �

t2a g�cð Þ

6 Cg;c
1;a a; bð Þ þ Cg;c

2;a a; bð Þ R t

0
ku �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kv �; sð Þk2Hg Xð Þ
� �

s2a g�cð Þds;
ð3:38Þ



4964 N.D. Phuong et al.
where

Cg;c
1;a a; bð Þ :¼ 2M2

2 a; bð Þ ku0k2Hc Xð Þ þ kv0k2Hc Xð Þ
� �

þ 6M2
3 a;bð Þ C2

1
þC2

2ð ÞT2a 2g�2cþ1ð ÞB h;#ð Þ
2a g�cð Þþ1

;

Cg;c
2;a a; bð Þ :¼ 6M2

3 a; bð Þ C2
1 þ C2

2

� �
T2a g�cþ1ð Þ�1B h; #ð Þ:

Applying Gronwall’s inequality, we obtain

kuk2Ca g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ þ kvk2Ca g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ

6 Cg;c
1;a a; bð Þ exp Cg;c

2;a a; bð ÞT
� �

: ð3:39Þ

Therefore

kwkVa g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ 6
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Cg;c

1;a a; bð Þ
q

exp
Cg;c

2;a a; bð ÞTÞ
2

 !
: ð3:40Þ

Part 3. From Eq. (3.14), we then obtain

ua �; tð Þ ¼ SA;a tð Þu0 þ
R t

0
PA;a t� sð ÞF ua; vað Þ �; sð Þds;

va �; tð Þ ¼ SA;a tð Þv0 þ
R t

0
PA;a t� sð ÞG ua; vað Þ �; sð Þds;

8<
:

ð3:41Þ
and

ua0 �; tð Þ ¼ SA;a0 tð Þu0 þ
R t

0
PA;a0 t� sð ÞF ua0; va0ð Þ �; sð Þds;

va0 �; tð Þ ¼ SA;a0 tð Þv0 þ
R t

0
PA;a0 t� sð ÞG ua0; va0ð Þ �; sð Þds:

8<
:

ð3:42Þ
Since (3.41) and (3.42), we get

ua0 �; tð Þ � ua �; tð Þ ¼ SA;a0 tð Þ �SA;a tð Þ½ �u0

þ
Z t

0

PA;a0 t� sð Þ �PA;a t� sð Þ½ �F ua0; va0ð Þ �; sð Þds

þ
Z t

0

PA;a t� sð Þ F ua0; va0ð Þ �; sð Þ �F ua; vað Þ �; sð Þ½ �ds;ð3:43Þ

va0 �; tð Þ � va �; tð Þ ¼ SA;a tð Þ �SA;a0 tð Þ½ �v0
þ R t

0
PA;a0 t� sð Þ �PA;a t� sð Þ½ �G ua0; va0ð Þ �; sð Þds

þ R t

0
PA;a t� sð Þ G ua0; va0ð Þ �; sð Þ �G ua; vað Þ �; sð Þ½ �ds:

ð3:44Þ

Using Lemmas 3.1 and 3.2, we have estimate as follows

kua0 �; tð Þ � ua �; tð Þk2Hg Xð Þ 6 3 SA;a0 tð Þ �SA;a tð Þ½ �u0
 2

Hg Xð Þ

þ 3

Z t

0

PA;a0 t� sð Þ �PA;a t� sð Þ½ �F ua0; va0ð Þ �; sð Þds



2

Hg Xð Þ

þ 3

Z t

0

PA;a t� sð Þ F ua0; va0ð Þ �; sð Þ �F ua; vað Þ �; sð Þ½ �ds



2

Hg Xð Þ

6 3B2
a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2t�2b g�cð Þ�2�ku0k2Hc Xð Þ

þ 3C2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2k2b�2
0Z t

0

t� sð Þa cþ1�gð Þ���1kF ua0; va0ð Þ �; sð ÞkHg Xð Þds

� �2

þM2
3 a; bð Þ

Z t

0

t� sð Þa�1kF ua0; va0ð Þ �; sð Þ �F ua; vað Þ �; sð ÞkHg Xð Þds

� �2

:

ð3:45Þ

Using assumption (3.23) and (3.24), we obtain
kua0 �; tð Þ �ua �; tð Þk2Hg Xð Þ

6 3B2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2t�2b g�cð Þ�2�ku0k2Hc Xð Þ

þ3K2
1M

2
3 a; bð ÞI

þ3C2
1C

2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2k2b�2
0 J;

where

I :¼
Z t

0

t� sð Þ c�gþ1ð Þa�1 kua0 �; sð Þ � ua �; sð ÞkHg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð ÞkHg Xð Þ
� �

ds

� �2

;

ð3:46Þ

J :¼
Z t

0

t� sð Þa cþ1�gð Þ���1
1þ kua0 �; sð ÞkHg Xð Þ þ kva0 �; sð ÞkHg Xð Þ
� �

ds

� �2

: ð3:47Þ

Multiplying both side to t2b g�cð Þþ2�, we get

t2b g�cð Þþ2�kua0 �; tð Þ �ua �; tð Þk2Hg Xð Þ

6 3B2 a; b; �;b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2ku0k2Hc Xð Þ

þ3K2
1M

2
3 a; bð Þt2b g�cð Þþ2�I

þ3C2
1C

2 a; b; �;b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2k2b�2
0 t2b g�cð Þþ2�J:

ð3:48Þ

By using Hölder’s inequality, we get

I ¼
Z t

0

t� sð Þ c�gþ1ð Þa�1
s�b g�cð Þ��sb g�cð Þþ�

�

kua0 �; sð Þ � ua �; sð ÞkHg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð ÞkHg Xð Þ
� �

ds
�2

6
Z t

0

t� sð Þ2 c�gþ1ð Þa�2
s�2b g�cð Þ�2�ds

�
Z t

0

s2b g�cð Þþ2� kua0 �; sð Þ � ua �; sð ÞkHg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð ÞkHg Xð Þ
� �2

ds:

Applying Beta function property with assumption

0 < � < min a cþ 1� gð Þ � 1
2
; b c� gð Þ þ 1

2
then 2a cþ 1� gð Þ�

2�� 2 > �1, we obtain

I 6 t2 cþ1�gð Þa�1�2b g�cð Þ�2�B h1; #1ð Þ
� R t

0
s2b g�cð Þþ2� kua0 �; sð Þ � ua �; sð ÞkHg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð ÞkHg Xð Þ

� �2

ds;
ð3:49Þ

where

h1 :¼ �2b g� cð Þ � 2�� 1; #1 :¼ 2 cþ 1� gð Þa� 1:

Therefore

I 6 2t2 cþ1�gð Þa�1�2b g�cð Þ�2�B h1; #1ð ÞR t

0
s2b g�cð Þþ2� kua0 �; sð Þ � ua �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð Þk2Hg Xð Þ

� �
ds:

ð3:50Þ

Similarly, using (3.40) we have inequality as follow with
t 2 0;T½ �
J ¼

Z t

0

t� sð Þa cþ1�gð Þ���1
sa c�gð Þsa g�cð Þ 1þ kua0 �; sð ÞkHg Xð Þ þ kva0 �; sð ÞkHg Xð Þ

� �
ds

� �2

6
Z t

0

t� sð Þ2a cþ1�gð Þ�2��2
s2a c�gð Þds

Z t

0

s2a g�cð Þ 1þ kua0 �; sð ÞkHg Xð Þ þ kva0 �; sð ÞkHg Xð Þ
� �

ds

�2

ds

63t2a cþ1�gð Þ�2�þ2a c�gð Þ�1B h2 ; #2ð Þ 1þ kua0k2Ca g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ þ kva0k2Ca g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ
� �

; ð3:51Þ

where

h2 :¼ 2a c� gð Þ þ 1; #2 :¼ 2a cþ 1� gð Þ � 2�� 1:

To facilitate the calculation, we set

Cg;c
a;a0 a; b;Tð Þ ¼ 3T2 c�gð Þ aþað Þ�2�þ2a�1B h2; #2ð Þ
1þ kua0k2Ca g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ þ kva0k2Ca g�cð Þ 0;Tð �;Hg Xð Þð Þ
� �

:
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From (3.48)–(3.50), we get

t2b g�cð Þþ2�kua0 �; tð Þ � ua �; tð Þk2Hg Xð Þ

6 3B2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2ku0k2Hc Xð Þ

þ3C2
1C

2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2k2b�2
0 T2b g�cð Þþ2�Cg;c

a;a0 a; b;Tð Þ
þ3K2

1M
2
3 a; bð Þt2 cþ1�gð Þa�1B h1; #1ð Þ

� R t

0
s2b g�cð Þþ2� kua0 �; sð Þ � ua �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð Þk2Hg Xð Þ

� �
ds:

ð3:52Þ

Similarly, we also deduce

t2b g�cð Þþ2�kva0 �; tð Þ � va �; tð Þk2Hg Xð Þ

6 3B2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2kv0k2Hc Xð Þ

þ3C2
2C

2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2k2b�2
0 T2b g�cð Þþ2�Cg;c

a;a0 a; b;Tð Þ
þ3K2

2M
2
3 a; bð Þt2 cþ1�gð Þa�1B h1; #1ð Þ

� R t

0
s2b g�cð Þþ2� kua0 �; sð Þ � ua �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð Þk2Hg Xð Þ

� �
ds:

ð3:53Þ

Compose (3.52) and (3.53) we have

t2b g�cð Þþ2� kua0 �; tð Þ � ua �; tð Þk2Hg Xð Þ þ kva0 �; tð Þ � va �; tð Þk2Hg Xð Þ
� �

6 3B2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2 ku0k2Hc Xð Þ þ kv0k2Hc Xð Þ
� �

þ3 C2
1 þ C2

2

� �
C2 a; b; �; b;Tð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2k2b�2

0 T2b g�cð Þþ2�Cg;c
a;a0 a; b;Tð Þ

þ3 K2
1 þ K2

2

� �
M2

3 a; bð ÞT2 cþ1�gð Þa�1B h1; #1ð ÞR t

0
s2b g�cð Þþ2� kua0 �; sð Þ � ua �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð Þk2Hg Xð Þ

� �
ds

6 M g;c;�
1 a; b;T; kw0kHc Xð Þ;C1;C2

� �
a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2

þM g;c;�
2 a; b;T;K1;K2ð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2

� R t

0
s2b g�cð Þþ2� kua0 �; sð Þ � ua �; sð Þk2Hg Xð Þ þ kva0 �; sð Þ � va �; sð Þk2Hg Xð Þ

� �
ds:

ð3:54Þ

In there, we applied the norm of element belong Hc Xð Þ as

follow

kw0k2Hc Xð Þ ¼ ku0k2Hc Xð Þ þ kv0k2Hc Xð Þ:

By applying inequality Gronwall, we get the following estimate

t2b g�cð Þþ2� kua0 �; tð Þ � ua �; tð Þk2Hg Xð Þ þ kva0 �; tð Þ � va �; tð Þk2Hg Xð Þ
� �

6 M g;c;�
1 a; b;T; kw0kHc Xð Þ;C1;C2

� �
a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2

exp M g;c;�
2 a; b;T;K1;K2ð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2t

� �
:

ð3:56Þ

Therefore,

kua0 � uak2Cb g�cð Þþ� 0;T;Hg Xð Þð Þ þ kva0 � vak2Cb g�cð Þþ� 0;T;Hg Xð Þð Þ

6 M g;c;�
1 a; b;T; kw0kHc Xð Þ;C1;C2

� �
a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2

exp M g;c;�
2 a; b;T;K1;K2ð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2T

� �
:

ð3:57Þ

Finally, we obtain

kwa0 � wakVb g�cð Þþ� 0;T;Hg Xð Þð Þ
6 a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �

M g;c;�
1 a; b;T; kw0kHc Xð Þ;C1;C2

� �h
expM g;c;�

2 a; b;T;K1;K2ð Þ a0 � að Þ� þ a0 � að Þ½ �2T
i1=2

:ð3:58Þ
�

This complete the proof. h
4. Numerical test

The goal of this section is presenting an example to verify the
results which are shown in our theory. At the benginning, we

setup some tools to support our calculations. The examples

are involved with the Laplace operator � @2

@x2
, the domain

X ¼ 0; p½ �, and T ¼ 1. Then we study the problem as follows

@a
t u x; tð Þ � @2

@x2
u x; tð Þ ¼ F u; vð Þ; x 2 0; pð Þ; t 2 0; 1ð Þ;

@a
t v x; tð Þ � @2

@x2
v x; tð Þ ¼ G u; vð Þ; x 2 0; pð Þ; t 2 0; 1ð Þ;

(

ð4:59Þ
which satifies the boundary condition

u x; tð Þ ¼ v x; tð Þ ¼ 0; x; tð Þ 2 0; pf g � 0; 1ð �; ð4:60Þ
and the intial conditions

u x; 0ð Þ ¼ u0 xð Þ and v x; 0ð Þ ¼ v0 xð Þ; x 2 0; pð Þ; ð4:61Þ
where the Caputo fractional derivative as follows

@a
t w �; tð Þ :¼ 1

C 2� að Þ
Z t

0

t� gð Þ1�a @
2w �; gð Þ
@g

dg;

where a 2 1; 2ð Þ and C is the Gamma function which was cal-
culated by using a function Gamma �ð Þ in Matlab software. To

calculate the value of Mittag-Leffler function, we run the code
Matlab which was written by Igor Podlubny [18].

In L2 0; pð Þ space, we have the orthogonal basis and eigen-

values are uj xð Þ ¼
ffiffi
2
p

q
sin jxð Þ and kj ¼ j2; j ¼ 1; 2; . . .,

respectively.
Next, we partition the time variable t 2 0; 1ð Þ and spatial

variable x 2 0; pð Þ as follows

xi ¼ i� 1ð Þ p
Hx

; tk ¼ k� 1ð Þ 1

Ht

; i ¼ 1; � � � ;Hx þ 1;

k ¼ 1; � � � ;Ht þ 1;

where Hx;Ht > 0are two given integer numbers.
To compare the regularity of the solution, we consider the

following estimations with fractional derivative order a

Ea;a�
u tð Þ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiPHxþ1
i¼1 ua xi; tð Þ � ua� xi; tð Þj j2

Hx þ 1

s
; ð4:62Þ

Ea;a�
v tð Þ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiPHxþ1
i¼1 va xi; tð Þ � va� xi; tð Þj j2

Hx þ 1

s
; ð4:63Þ

where ua; vað Þ and ua
�
; va

�ð Þ are the solutions in case a and a�,
respectively, which satisfies a� approachs to a. Namely,

a� ¼ aþ e; e�!0þ.
Then the solution of problem (4.59), (4.60) and (4.61) as

follows

u x; tð Þ ¼
ffiffi
2
p

q P1
j¼1Ea �j2ta

� �
u0;j sin jxð Þ

þ
ffiffi
2
p

q P1
j¼1

R t

0
t� sð Þa�1

Ea;a �j2 t� sð Þa� �
Fj u; vð Þ sð Þds sin jxð Þ;

v x; tð Þ ¼
ffiffi
2
p

q P1
j¼1Ea �j2ta

� �
v0;j sin jxð Þ

þ
ffiffi
2
p

q P1
j¼1

R t

0
t� sð Þa�1

Ea;a �j2 t� sð Þa� �
Gj u; vð Þ sð Þds sin jxð Þ;

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

ð4:64Þ
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where

u0;j ¼ u0;uj

� 	
L2 0;pð Þ ¼

ffiffi
2
p

q R p
0
u0 xð Þ sin jxð Þdx;

v0;j ¼ v0;uj

� 	
L2 0;pð Þ ¼

ffiffi
2
p

q R p
0
v0 xð Þ sin jxð Þdx;

Fj u; vð Þ ¼ F u; vð Þ;uj

� 	
L2 0;pð Þ ¼

ffiffi
2
p

q R p
0
F u; vð Þ xð Þ sin jxð Þdx;

Gj u; vð Þ ¼ G u; vð Þ;uj

� 	
L2 0;pð Þ ¼

ffiffi
2
p

q R p
0
G u; vð Þ xð Þ sin jxð Þdx:

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

ð4:65Þ
In code Matlab, we have the solution (4.64) which can be wri-

ten in form matrix as follows

u x1; t1ð Þ u x2; t1ð Þ u x3; t1ð Þ � � � u xHxþ1; t1ð Þ
u x1; t2ð Þ u x2; t2ð Þ u x3; t2ð Þ � � � u xHxþ1; t2ð Þ
u x1; t3ð Þ u x2; t3ð Þ u x3; t3ð Þ � � � u xHxþ1; t3ð Þ

..

. ..
. ..

. ..
.

u x1; tHtþ1ð Þ u x2; tHtþ1ð Þ u x3; tHtþ1ð Þ � � � u xHxþ1; tHtþ1ð Þ

2
66666664

3
77777775

Htþ1ð Þ� Hxþ1ð Þ

;

and

v x1; t1ð Þ v x2; t1ð Þ v x3; t1ð Þ � � � v xHxþ1; t1ð Þ
v x1; t2ð Þ v x2; t2ð Þ v x3; t2ð Þ � � � v xHxþ1; t2ð Þ
v x1; t3ð Þ v x2; t3ð Þ v x3; t3ð Þ � � � v xHxþ1; t3ð Þ

..

. ..
. ..

. ..
.

v x1; tHtþ1ð Þ v x2; tHtþ1ð Þ v x3; tHtþ1ð Þ � � � v xHxþ1; tHtþ1ð Þ

2
66666664

3
77777775

Htþ1ð Þ� Hxþ1ð Þ

;

Table 1 The estimation for t ¼ 0:1 and a ¼ 1:5.

aþ e; af g Hx ¼ 40;Ht ¼ 40

e Ea;a�
u Ea;a�

v

1:51; 1:5f g 10�1 0.016630876412637 0.029022995052921

1:501; 1:5f g 10�2 0.010125012722883 0.011941963325382

1:5001; 1:5f g 10�3 0.006892326925566 0.008276288565691

Fig. 1 Comparison the regularity for a-der
where, let Nj a truncated parameters, we have

u xi; tkð Þ ¼
ffiffi
2
p

q PN jð Þ
j¼1 Ea �j2tak

� �
u0;j sin jxið Þ

þ
ffiffi
2
p

q PN jð Þ
j¼1

R tk
0

tk � sð Þa�1
Ea;a �j2 tk � sð Þa� �

Fj u; vð Þ sð Þds sin jxið Þ;

v xi; tkð Þ ¼
ffiffi
2
p

q PN jð Þ
j¼1 Ea �j2tak

� �
v0;j sin jxið Þ

þ
ffiffi
2
p

q PN jð Þ
j¼1

R tk
0

tk � sð Þa�1
Ea;a �j2 tk � sð Þa� �

Gj u; vð Þ sð Þds sin jxið Þ;

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

ð4:66Þ

We consider the problem (4.59), (4.60) and (4.61) with the
following input data

u0 xð Þ ¼ sin xð Þ; v0 xð Þ ¼ � sin 2xð Þ x 2 0; pð Þ;
F ¼ 1

2
u x; tð Þ þ v x; tð Þ � 2C a� 2ð Þf x; tð Þ; x 2 0; pð Þ; t 2 0; 1ð Þ;

G ¼ u x; tð Þ þ 1
3
v x; tð Þ � 3 a� 3ð ÞC a� 2ð Þg x; tð Þ; x 2 0; pð Þ; t 2 0; 1ð Þ;

8><
>:
with

f x; tð Þ ¼ 2C a� 2ð Þ sin 2xð Þat3 � C a� 2ð Þ sin xð Þat2 � 6C a� 2ð Þ sin 2xð Þat2
�4C a� 2ð Þ sin 2xð Þt3 þ 2C a� 2ð Þ sin xð Þatþ 2C a� 2ð Þ sin xð Þt2
þ6C a� 2ð Þ sin 2xð Þatþ 12C a� 2ð Þ sin 2xð Þt2 � C a� 2ð Þ sin xð Þa
�4C a� 2ð Þ sin xð Þt� 2C a� 2ð Þa sin 2xð Þ � 12C a� 2ð Þ sin 2xð Þt

þ4 sin xð Þt 2� að Þ þ 2C a� 2ð Þ sin xð Þ þ 4C a� 2ð Þ sin 2xð Þ;

g x; tð Þ ¼ �11C a� 2ð Þ sin 2xð Þa2t3 þ 3C a� 2ð Þ sin xð Þa2t2 þ 33C a� 2ð Þ sin 2xð Þa2t2
þ55C a� 2ð Þ sin 2xð Þat3 � 6C a� 2ð Þ sin xð Þa2t� 15C a� 2ð Þ sin xð Þat2

�33C a� 2ð Þ sin 2xð Þa2t� 165C a� 2ð Þ sin 2xð Þat2 � 66C a� 2ð Þ sin 2xð Þt3
þ3C a� 2ð Þ sin xð Þa2 þ 30C a� 2ð Þ sin xð Þat
þ18C a� 2ð Þ sin xð Þt2 þ 11C a� 2ð Þ sin 2xð Þa2
þ165C a� 2ð Þ sin 2xð Þatþ 198C a� 2ð Þ sin 2xð Þt2 � 15C a� 2ð Þ sin xð Þa
�36C a� 2ð Þ sin xð Þt� 18 sin 2xð Þt 2� að Þaþ 18 sin 2xð Þt2�at� 55C a� 2ð Þ sin 2xð Þa
�198C a� 2ð Þ sin 2xð Þtþ 18C a� 2ð Þ sin xð Þ þ 54 sin 2xð Þt2�a þ 66C a� 2ð Þ sin 2xð Þ:

In Table 1, we can see the results of regularity by derivative

order. Moreover, in Figs. 1 and 2, we also show the graph of
the solution in the case a ¼ 1:5. When fixing the variable t,

we have the error estimation between ua; v
að Þ and ua� ; v

a�ð Þ.
By choosing Hx ¼ Ht ¼ 40; a ¼ 1:5 and e ¼ 10�a, where

a 2 1; 2; 3f g. We conclude that if e goes to 0, then the errors
ivative order of u; v at t ¼ 0:1; x 2 0; pð Þ.



Fig. 2 The solutions u; vð Þ on x; tð Þ 2 0;pð Þ � 0; 1ð Þ.
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also convergence to 0. It means that the smaller the order, the
smaller the error between the solutions. This shows that the
proposed method is used in this work which is effective.

5. Conclusion

In this paper, we study on the coupled of semi-linear fractional

diffusion-wave equations. We present the results about unique-
ness, existence and regularity of the solution. According to our
search results, this is considered to be the first result in this
area. Moreover, we give an example numerical to illustrate

our method.
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