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MARJINAL ANALIZ YOLUYLA GUVENILIRLIK
OPTIMIZASYONU

Umit YOCEER"

OZET

Marjinal analizin giivenilirlik redandanst optimizasyonuna bir
uyarlamast anlanlmaktadir. Amag fonksiyonu ayrigik hale doniistiiriiliip,
konkav oldugu gosterilecek ve marjinal analiz metodunun g¢ok seri ve
hizlt bir  sekilde, optimal olmasa bile, optimala ¢ok yakin ¢oziimler
tiirettigi bir 6rnekle gosterilecektir.

Anahtar Kelimeler : Ayrik Konkav, Kaynak Tahsisi Problemleri,
Marjinal Tahsis Algoritmast.

1. GIRIS

(ozilmek istenen problem, matematiksel olarak asagida goriildiigii gibi ifade
edilebilir.

max R(x,x,,...,x,) = I1a —q;’ﬂ) (1)
J=1
kisitlar
Za,}xj <b i=12,..,m (2)
j=1

X; 20, tamsayi, her bir j=1,2,...,n

Amag fonksiyonu (1), sistemin giivenilirligini gosterir ve p, =1-g, teriminde her bir
j=1,2,... ,n elemaninin giivenilirlik olasih@dir. Ozellikle Pages ve Gondran (1986) bu gesit
giivenilirlik optimizasyonu problemlerini tartigmaktadirlar. Daha genel anlamda, kaynak
tahsisi problemleri Ibaraki ve Katoh (1988) tarafindan tamtilmuistir. Kaynak tahsisi
problemlerinin daha genel bir siniflandirmasi ve uygun ¢oziim teknikleri, Katoh ve Ibaraki
(1998) tarafindan yapilmustir. Degiskenlerin sayisimin az oldugu bir problem, biitiin gegerli
kombinasyonlar: deneyerek coziilebilir. Fakat bu metot, orta veya daha biiyiik sayida
degiskenleri olan problemlere uygulanamaz. Eger biitiin p, 'ler yeterince biiyiik (1'e yakin)

* Dog. Dr. Cankaya Universitesi, Mimarlik Mithendislik Fakiiltesi, Endiistri Miihendisligi Boltimii, Ankara,
TURKIYE



Umit YUCEER

olmalari durumunda, R(x,x,,...,x,) fonksiyonu (1) yaklagik olarak (Pages ve Gondran

(1986)) soyle ifade edilebili: R=1-Y" g™ . Daha iyi bir sonug, amag fonksiyonu

j=1 i
(1)'in logaritmasimi alarak elde edilebilir.

max f(x,%,,...,%,) = ¥ log(l—g;""") 3)
j=

Kolaylik olmast igin, f,(x,)=log(1-¢,'") tammlayalim. Boylece amag fonksiyonu
f(xl,xz,...,x")=Z’:#]fj(xj) ayrigik bir sekilde ifade edilmis olur. Bir fonksiyonun,
ayrigik olma ozelligi, ¢ok gii¢lii bir 6zelliktir (Yiiceer (2002)).

2. AYRIK KONVEKSLIK KAVRAMI

D herhangi ayrk bir kiime olsun. Verilen bir noktanin (Z) komsulugu
{W €D :||W —Z" < l} olarak tanimlanir. Bu tamimda Z noktasinin D i¢inde olmas: aranmaz.

Eger Ze D ise N(Z) ={Z} olur.

Tamm 1 Herhangi bir aynk kiime D {izerine tanimlanmug bir fonksiyon ®(X ), eger biitiin
XY € D ve a€(0,1) icin asagidaki sarti (4) saghyorsa, ®(X) ayrik konveks bir
fonksiyondur.

oD(X)+(1-a)D(Y)> w?h;(rlz]d:ﬂ(W) 4)

Bu tamim, énemli bir 6zelligi simgeler ve yerel minimum, ayrik konvekslik kavrami
altinda global minimumdur (Miller (1971)). Daha genel kavramlar ve kuramsal gelismeler
Murota (2003) tarafindan sunulmustur. Ayrik D kiimesini, genelligi bozmadan, n-boyutlu
tam sayilar kiimesi olarak alabiliriz.

Tamm 2 Eger —®(X) bitiin X € D igin ayrik konveks bir fonksiyonsa, ®(X)ayrik
konkav bir fonksiyondur.

Tek degiskenli bir ayrk fonksiyonun (®(X)), birinci ileri farklan soyle gosterilebilir:
AD(x) = P(x+1)-D(x) ve ikinci ileri farklanda A’®(x)=AP(x+1)-ADP(x) olarak
gosterilebilir.

Aynk bir kiime iistiine tanimlanmg bir fonksiyon igin, klasik konvekslik tanimi
birinci ileri farklarin azalmayan (artan) bir dizi olmas: anlamina gelir. Bagka bir deyisle, bu
ikinci ileri farklarn sifir veya pozitif olmasi1 demektir. Bu sonug, siirekli ve tek degiskenli
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bir fonksiyonun ikinci tiirevinin pozitif olmasiyla analog bir benzeyigtir. Klasik taniminin,
ayrik konvekslik tanimiyla esdegerliligi Yiiceer (2006) tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 1 Amag fonksiyonu (3) her bir j=1,2,...,n igin terimi f;(x;) ayrik konkavdir veya

-fj(xj) ayn}< konvekstir.

ispat: Amag fonksiyonu (3), ayrigik bir fonksiyon oldugu i¢in, her bir j=1, 2,... , n igin
f;(x;) fonksiyonun ayrik konkav veya - f;(x;) aynk konveks oldugunu gostermek

yeterlidir. Bu sebeble, f;(x;) fonksiyonunun birinci ileri farklarinin monotonik azalan

(artmayan) bir dizi olugturdugunu veya ikinci ileri farklarimin negatif veya sifir oldugunu
gostermemiz gerekir.

Afj(xj) = fj(xj +l) _f_,i(xj)
=log(1-g}"*) ~log(l—¢;"™")
l_q:;’)i-z
=10g x5+l
I—qf
Nf,(x;))=Af (x, +D)—Af (x,)

l— f’-+| I— ,fj+3
_|d-g; )E +2ci, ) 5)
(l“qJ‘; )

Obiir taraftan, biitin 0<g<1 degerleri i¢in (1-¢)’=1-2¢+¢° =0 ve
1+g*>>2q saglamr. Bu iliskiyi  kullanarak, yukarida (5)in  paydasimnn

Xyl 'T'Jﬂ 2I,\-;-+4 Aj+2 2x;+4

1-g; q;’ +q;’, daima 1-2q/ " +gq;
soylenebilir. Argiimanin birden kiiciik veya esit olmas: ise logaritmanin negatif veya sifir
olmasimi gerektirir. Sonug¢ olarak, amag¢ fonksiyonunun konkav oldugunu sdyleyebiliriz.
Argiimammzi, bir adim daha ileri gotiirerek, asagida tammlanan Lagrangian
fonksiyonunun da ayrik konkav oldugunu gosterebiliriz.

teriminden kiiciik veya esit oldugu

Tanim 3 Her bir i=1,2, ...,m i¢in, A, >0 olsun.

S(Xl,x2 ----- x,,/'{.],/'l.z,...,/l,,,)=Zlog(l~q_':’+l)+z,1{bf —Za,}.fo (6)
Jj=1 i=1 i=l

Lagrangian fonksiyonu da ayrisik bir fonksiyondur. Asagidaki tanim bu konuda ¢ok
yararl olacaktir.
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Tamm 4
3,(x, A4, 4,) = Iog(luq;’“)*Z/l,.aij (7
i=l
Boylece 3(x,%,,... %, A Aps-es Zm)=isj(xj,;4,,/12 ..... /1,")+i/1,.b,.
J=1 i=l

Teorem 2 3(x,,x,,...,x,,4,4,,...,4,) ayrik konkav bir fonksiyondur.

ispat: Her bir j=1,2,..,n i¢in A’S,(x,,A4,4,,....4,) = A f,(x;) <0 oldugu agik¢a
goriilebilir. Sonug olarak, Lagrangian fonksiyonuda ayrik konkavdir.

Lagrangian fonksiyonunun konkav olmasi, marginal analiz algoritmasimin
uygulanabilmesine miisaade eder. (Fox (1966), Kao (1976) veya Yiiceer (1999)).
3. TEK KISITLI KAYNAK TAHSIiSi PROBLEMIi

Verilen bir biit¢e seviyesini agmadan, giivenilirligi maksimum kilacak sekilde biitiin
elemanlarin sayisini (x;) bulmamiz gerekiyor. Bu durumda kisitlar yeniden su sekilde ifade

edilecektir.
Yax <b (8)
j=l

Goriildiigii iizere bu kiigiik problemin bir tek kisit1 vardir ve bu problem ig¢in
marjinal analiz algoritmas) asagidaki gibi tarif edilebilir.

Baslangi¢: Her j=1,2,...,n i¢in x; = 0.

Adim 1. Her j=1,2,...,n icin asagidaki orant hesapla.
l-' .!'J,-I-E

log[ qj‘t”l ]
1-g;

a

f}:
J

Adim 2. max,sjs,f{rj}z r. Eger Zaixj ta. < b, X =X +1 ve Adim 1'e geri don.

Aksi takdirde optimale yakin bir ¢éziim elde edilmigtir.
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Ayrica, f(x,,xz,...,.xj. +1,....,x,) gercek optimum igin bir iist siir degeri verir.

Optimala daha yakin bir deger, Adim 2 de kiigiik bir degisiklik yaparak elde edilebilir.

Maksimum orani bulma kurali su sekilde tanimlanabilir; P 2 max{r} :Z:aixi +a; Sb} :
i=l

4. GENEL KAYNAK TAHSIiSi PROBLEMLERI

Verilen bir biitge seviyesini, belirlenen bir agirligi, belirlenen bir hacmi, vesaire
agsmadan, gilivenilirligi maksimum kilacak sekilde her j=1,2, ...,n igin biitiin elemanlarin
sayistnin bulunmasi isteniyor. Simdiki problemde bir grup kisit (2) vardir ve tamsayilar
iistiine kurulu boyle bir problemi ¢ozmekte sonsuz gii¢liikler yaratir, Pratik bir yaklagimla,
yeni bilegik bir kisit agagida goriildiigii gibi elde edilebilir.

Z{iﬂf% ]-r.,- <D Hb, )
i=1 =1

i=t

Bu yeni kisittaki x, degerleri, Z,ui =1ve her i=1,2,...,m ig¢in g, >0. Bu degerler, esasen
i=1

eslenik degiskenlerdir (dual variables) ve kisit grubu (2) dogrusal kisitlar olduklar igin,

eslenik problemi c¢ozerek elde edilebilirler. Bu degiskenlerin Kuhn-Tucker sartlarini

kullanarak nasil hesaplanabilecegi, ornegin Luenberger (1973) de anlatilmistir. Genel

problem i¢in, Adim 1’deki oran asagidaki gibi (10) hesaplanacaktir.

l__q.:ﬁz
log(l {\ +1 ]
g (10)

j m

2 Hay

i=l

5. BiR ORNEK

Tek kisith problemimiz, o6rnek uygulama olarak kullamlacaktir. Bu o6rnek
problemimizde bes tane eleman bulunmaktadir. Biitge Seviyeside diyelim ki 25000 YTL
olsun. Gerekli bilgiler (a; YTL cinsindendir) tabloda verilmigtir. Bu degerler tesadiff

secilmigtir.

1 2 3 4 5
Pj 75 .63 .81 77 72
q 2725 1535 2500 2015 1805
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Marjinal  analiz metodu X=(2,3,2,2,3) ¢oziimiini tiretir,  Gilvenilirlik  ise
R(2,3,2,2,3)=.94180 veya f(2,3,2,2,3)= -0.05996, ayrica toplam maliyet de 24485 YTL'dir.
Her adimda tiiretilen ara c¢oziimler Tablol'de verilmigtir. Biitiin gegerli ¢oziimleri
deneyerek de aym sonug elde edilmigtir. Bu sadece bir tesadiiftiir. Ayrica, optimal deger
icin bir iist sinirda elde edilmigtir; X=(2,4,2,2,3), ve R(2,4,2,2,3)=.95137, maliyeti de
26020 YTL'dir.

Tablo 1. Marjinal Analiz C6ziimii

iterasyon Oran Vektorii (x107° ) Coziim (X) | R(X)
0 (8.19,20.51,6.96,10.27,13.71) (0,0,0,0,0) 21218
1 (8.19,6.20,6.96,10.27,13.71) (0,1,0,0,0) .29069
2 (8.19,6.20,6.96,10.27,3.30) (0,1,0,0,1) 37208
3 (8.19,6.20,6.96,2.09,3.30) (0,1,0,1,1) 45766
4 (1.79,6.20,6.96,2.09,3.30) (1,1,0,1,1) 57208
5 (1.79,6.20,1.20,2.09,3.30) (1,1,1,1,1) 68077
6 (1.79,2.15,1.20,2.09,3.30) CL,201,1.1) 74880
7 (1.79,2.15,1.20,2.09,0.89) (1,2,1,1,2) 19467
8 (1.79,0.78,1.20,2.09,0.89) (1,3.1;1:2) .82138
9 (1.79,0.78,1.20,0.47,0.89) (1.3.1.22) .85670
10 (0.43,0.78,1.20,0.47,0.89) (2,3,1,2,2) .89958
13 (0.43,0.78,0.22,0.47,0.89) - (2,3,2,2,2) 92682
12 (0.43,0.78,0.22,0.47,0.25) (2,3.2.2,3) 94180
6. SONUCLAR

Gergek hayatta sik kargilanilan bir problem, hizli ve seri bir sekilde marjinal
analiz kullanarak coziilmiistiir. Esasen bazi aksiyomlar yaparak veya yaklasim teknikleri
kullanarak (Pages and Gondran (1986)), optimal ¢ozimii bulmak miimkiindiir. Burada

anlatilan metot herhangi bir aksiyom veya yaklagim teknigi kullanmamgtir.
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Kiigiik ©Ornegimizin incelenmesi, marjinal analiz metodunun ¢aligmasi, hizi,
tiirettigi ¢oziimlerin kalitesi hakkinda bir bilgi vermektedir. Daha genis kapsamli bilgi

Yiiceer (1999) tarafindan verilmistir. Pratisyenler agisindan, her j=1,2,...,n igin r; orani,

birim bagina giivenilirlik oranimin katkis1 olarak diisiiniilebilir. Bilhassa, pratikte bu oranin

anlamu ve kullanilmasi oldukga degerlidir.
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REDUNDANCY OPTIMIZATION VIA
MARGINAL ANALYSIS

ABSTRACT

An application of marginal analysis to redundancy optimization is
presented. The objective function is transformed into a separable
Junction and its discrete concavity is proved. Consequently, the marginal

allocation algorithm obtains near optimal solutions very rapidly. An
example illustrates the method.

Key Words: Discrete Concavity, Marginal Allocation Algorithm,
Resource Allocation Problems.



