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1. GiRiş 

MARJİNAL ANALİZ YOLUYLA GÜVENİLİRLİK 
OPTİMİZASYONU 

" .. . 
Umi ı YUCEER 

ÖZET 

Mmjinal analizin güvenilirlik redandansı opıimizasyoııııııa bir 
ııyar/aması aıılatdmakıadı,., Amaç foııksiyonu aynşık hale döııiiştiirüfiip, 
koııkav oldl/ğıı gösterilecek ve marjinal analiz ıııelodıııııııı çok seri ve 
Iıızlı bir şekilde, optimalolmasa bile, opıiııınln çok yakııı çözümler 
(iirettiği bir önıekle gösterilecektir. 

A" alttar Kelime/er : Aynk Kol/kaıı, Kaynak Tahsisi ProbLemleri, 
Mmjiııal Tahsis Algorirıııns/. 

Aralık 2005 

Çözölmek istenen prob lem, matemati ksel olarak aşağı da görü l düğü gibi ifade 
ed ilebili r. 

kı sıtlar 

" 
max R(xl'xıo- "'X,.) = TI(I _ q?+I) ,., 

" L:>/(iX j ::::; bj ;= 1,2, .... ", 
j El 

X j ~ O , tam sayı, herbir j=l,2, ... ,1I 

(i) 

(2) 

Amaç fonksiyonu (1 ), sistemin güvenili r li ği ni gösterir ve Pj = l - qj teriminde her bir 

j =1,2, ... , II e l emanının güvenilirlik olasılığ ı d ı r. Özell ikle Pages ve Gondran (1986) bu çeşit 
güvenilirlik optimizasyonu problemlerini tar t ı şmaktadı rlar. Daha genel an lamda, kaynak 
tahsisi problemleri Ibaraki ve Katoh ( 1988) tarafından tanıtılmışt ı r. Kaynak tahsisi 
problemlerinin daha genel bir sınıfland ı rmas ı ve uygun çözüm teknikleri, Katoh ve Ibaraki 
(I 998) tarafından yapı lmı şt ı r. Deği şken lerin sayısının az olduğu bir problem, bütün geçerli 
kombinasyon l arı deneyerek çözülebilir. Fakat bu metot, orta veya daha büyük sayı da 

değişkenler i olan problemlere uygulanamaz. Eğer bütün P j 'ler yeterince büyük ( i 'e yakın) 
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olmal arı durumunda, R(x.,xı, ... ,x,,) fonksiyonu (1) yakl aşık olarak (Pages ve Gondran 

(1986» şöyle ifade edilebil ir: R "", i - ~" .rı +- I. ~J'. ı qı 
( I )'i n l ogari ımasını alarak elde edilebilir. 

max !(xl'xı "",X,, ) = t log(l - q? +-I) 
j~ 1 

Daha iyi bir sonuç, amaç fonksiyonu 

(3) 

Kol aylı k olınas ! iç in, i/x) = log(l- q;ı +- ı ) tanı mlayal!m. Böylece amaç fonksiyonu 

!(X.,xı ,···,xn ) = I:. J j (x j ) aynşık bir şeki lde ifade edi lm i ş olu r. Bir fonksiyonun, 

aynş ı k olma özelliği , çok güçlü bi r özell ikt ir (Yüeeer (2002». 

2. A YRIK KONVEKSLiK KAVRAMı 

D herhangi ayn k bir küme olsun . Verilen bir noktanı n (Z) komşu l uğu 

{W E D : IIW - Z~ < i} olarak tanıınJanır . Bu tanımda Z noktasının D içinde olması aranmaz. 

Eğer Z E D ise N(Z) = IZ} olur. 

Tanımı Herhangi bi r ayrık küme D üzerine tanımlanmış bir fonksiyon <!>(X) , eğer bütün 

X,Y e D ve a e (0, 1) için aşağ ıdaki şart ı (4) sağlıyorsa , cl>(X ) ayrı k konveks bi r 

fonksiyondur. 
a<I>(X) + (1 - a)<I>(Y) ~ min <I>(W) 

\VE N ( Z) 
(4) 

Bu tanım, önemli bir özell i ği simgeler ve yerel minimum, ayrı k konvekslik kavramı 
altında global mi nimumdu r (Mi ller (1971». Daha genel kavramlar ve kuramsal gelişmeler 
Murota (2003) tarafından sunu lmuştur . Ayrık D kümesini, genell i ği bozmadan, n-boyullu 
tam sayı lar kümesi olarak alabiliriz. 

Tanım 2 Eğer - <I>(X) bütün X e D için ayrık konveks bir fonksiyonsa, <ı> ( X)ayrık 

konkav bir fonksiyondur. 

Tek değişkenl i bir ayrık fonksiyonun ( CJ>(X», birinci ileri farkları şöyl e gösterilebi lir: 

.6,cl> (x) = cl> (x + 1) - <I>(x) ve ikinci ileri farklarıda .6,2CJ>(X) = .6,<l>(x + i) - .6,<l>(x) o larak 

gösterilebi lir. 

Ayrık bir küme üstüne tanımlanm ı ş bir fonksiyon için , kJ as ik konveks lik tanım ı 

biri nci ileri farkl arın azal mayan (artan) bir dizi olması anlamına gelir. Başka bir deyişle, bu 
iki nci ileri fark l arın s ıfır veya pozitif ol mas ı demektir. Bu sonuç, sürekli ve tek deği şkenli 
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bir fonks iyonun ikinci türevinin pozitif olması yla analog bir benzeyiştir. Klasik tanımının, 
ayrık kon vekslik tanımıyla eşdeğerli li ği Yüceer (2006) tarafından ispatlanmışt ı r. 

Teorem 1 Amaç fonksiyonu (3) her bir j =1,2, ... ,1l için terimi I j(x j ) aynk konkavdır veya 

- I/x j ) ayn,k konvekstir. 

ispat: Amaç fonksiyonu (3), ayrışık bir fonksiyon olduğu için, her bir j= l , 2, ... , n için 
Ij(J.) fonks iyonun ayrık konkav veya - i/x) ayrık konveks olduğunu göstennek 

yeterl idir. Bu sebeble, f j(x j ) fonks iyon unun birinci ileri farkl arının monotonik azalan 

(artmayan) bir dizi ol uşturduğunu veya ikinci ileri farklarının negatif veya sıfır ol duğunu 

göstermemiz gereki r. 

(5) 

Öbür taraftan, bütün O:S; q :s; 1 değerleri için (i - q)2 = 1- 2q + q2 ;::: O ve 

1 + L ;::: 2q sağ l anır. Bu i lişkiy i ku llanarak, yukarıda (5)'in paydasının 

l - q;I+1 _ q? ~3 + q;X} + 4 daima 1_ 2q/+2 +q;"1+4 teriminden küçük veya eşi t olduğu 

söylenebil ir. Argümanin birden küçük veya eşit olması ise logar i tmanın negatif veya sıfır 
olmasını gerektirir. Sonuç olarak, amaç fonksiyonunun konkav olduğunu söyleyebi li riz. 
Argümanımızı , bir adım daha ileri götürerek, aşağıda tanıml anan Lagrangian 
fonksiyonunun da ayrık konkav olduğunu gösterebi liriz. 

(6) 

Lagrangian fonksiyonu da ayrışı k bir fonksiyondur. Aşağı daki tanım bu konuda çok 
yararlı o lacaktır. 
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Tamm4 
• 

Z /X, .,ı, .A, ..... A. ) = log(l- q?,') - L,ı,a'jx, (7) 

• • 
Böylece Z(x" x, . ... x •• A, .,l, ..... Am ) = LZ /x, .,ı, . ,l, ..... A .• ) + L,],b, 

Teorem 2 S(Xl'Xı , ... ,x",Aı,Aı, .... A"') ayrık konkay bir fonks iyondur. 

ispat: Her bir j = l, 2, ... ,1l için Ô2~J (Xj,Aı,Aı, ... , A,Iı) = ö?f/xj):::; O oldu ğu açıkça 

görülebilir. Sonuç olarak, Lagrangian fonksiyonuda aynk konkavdlL 

Lagrangian fonksiyonunun konkay olması , margina! analiz a l geritmasının 

uygu lanabil mesine müsaade eder. (Fox ( 1966), Kao (1976) veya Yücecr (1999». 

3. TEK KısıTLı KA YNAK TAHSisi PROBLEMi 

Verilen bir bütçe sev iyesi ni aşmadan. güvenilirli ğ i maksimum kılacak şekilde bütün 
e l emanların say ı sını (x

j
) bulmanuz gerekiyor. Bu durumda kısıllar yeniden şu şekilde ifade 

edi lecektir. 
• La,x, ,; b (8) 

i·' 
Görüldüğü üzere bu küçük problemi n bir tek kısıt! vardır ve bu problem için 

marj inal analiz algoriıması aşağıdaki gibi tarif edilebi lir. 

Başlaııgıç: Herj=J,2, ... ,1ı için x
j 

= O. 

Admı 1. Herj=/,2, ... ,1ı için aşağıdaki oraflllıesapla. 

lo (ı -q;-") 
g i _.1. 1 

- qj 
rj = _--'--_'-'-...L-

a, 

Ad11ıı 2. max ISjS,,{rJ=r/ Eğer L:a jxj+ a/ :S; b, xl =Xj. + 1 ve Adıııı J'egeridöıı. 

Aksi takdirde optimale yak", bir çöz.üm elde edilmiştir. 
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Ayrıca, j(xp xı, ... ,x .. + l, ... ,x,.) gerçek optimum için bir üst sınır değeri verır. , 
Qptimala daha yakın bir değer, Adım 2 de küçük bir değişikli k yaparak elde edilebilir. 

Maksimum oranı bulma kuralı şu şekilde tanımlanabilir; rj" = max {ı) : t a,x; + a j '5. b}. 
,. 0 

4. GENEL KA YNAK TAHSisi PROBLEMLERI 

Verilen bir bütçe seviyesini , belirlenen bir ağırlı ğı , belirlenen bir hacmi, vesaire 
aşınadan, güvenili rli ği maksimum kı l acak şeki l de her ) =1,2, ...• /1 içi n bütün e l emanların 

say ı sın ın bu l unması isteniyor. Şi mdiki problernde bi r grup kı sı t (2) vardır ve tamsayılar 
üstüne kurul u böyle bir problemi çözmekte sonsuz güçlükler yarat ır. Prati k bir yakl aşımla, 

yen i bi leşik bir kı s ı t aşağıda görül düğü gibi elde edilebilir. 

" (. ) . ~ frJl1aij x j :5 ,frJ1,bl (9) 

• 
Bu yen i kısıttaki ,u, değerleri, L,u, = 1 ve her ;=1,2, ... ,m için ,u, ~ O. Bu değerler, esasen 

.=1 

eşlenik değişkenlerdir (dual variables) ve kıs ıt grubu (2) doğrusal kısıtlar olduk l arı için , 
eşlenik problemi çözerek elde edilebilirler. Bu deği skenlerin Kuhn-Tucker şartlarını 

kullanarak nasıl hesaplanabileceği, örneğin Luenberger (1973) de anlatılmıştır. Genel 
problem için , Adım i ' deki oran aşağıdaki gibi (10) hesapl anacaktır. 

(ıo) 

,=1 

5. BiR ÖRNEK 

Tek kJsıtll problemimiz, örnek uygu lama olarak ku ll anılacaktır. Bu örnek 
problemimizde beş tane eleman bulunmaktadır. Bütçe Seviyesi de diyelim ki 25000 YTL 
olsun. Gerekli bilgiler (a i YTL cinsindendir) tabloda veri l miştir. Bu değerler tesadüfi 

seç ilmi ştir. 

1 2 3 ~ 5 

P, .75 .63 .81 .77 .72 

", 2725 1535 2500 2015 1805 
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Marj inal analiz metodu X=(2,3,2.2,3) ç6zumunü türetir. Güveni lirlik ise 
R(2,3,2,2,3)=.94180 veya f(2,3,2 ,2,3)= -0.05996, ayrıca top lam maliyet de 24485 YTL'dir. 
Her adımda türetilen ara çözümler Tablo l 'de verilm i ştir. Bütün geçerli çözümleri 
deneyerek de aynı sonuç elde edilmişti r. Bu sadece bir tesadüftür. Ayrıca, optimal değer 
için bir üst smırda elde edi l miştir ; X=(2,4,2,2,3), ve R(2,4,2,2.3)=.95137. maliyeti de 
26020 YTL'dir. 

Tablo 1. Marjinal Analiz Çözümü 

!terasyon Oran Vektörü (XlO-s ) Çözüm (x) R(X) 

O (8. 19,20.5 1,6.96, i 0.27, 13.71) (0,0,0,0,0) .212 18 

1 (8. 19,6.20,6.96,10.27,13.71 ) (O, i ,0,0,0) .29069 

2 (8. 19,6.20,6.96, 10.27,3.30) (O, i ,0 ,0, i) .37208 

3 (8. 19,6.20,6.96,2.09,3.30) (0,1,0,1,1) .45766 

4 (1.79,6.20,6.96,2.09,3.30) (I, I ,O, I, i) .57208 

S ( 1.79,6.20,1.20,2.09,3.30) (I, I , I, I, i) .68077 

6 (1.79,2.15,1.20,2.09,3.30) (1,2, 1,1, 1) .74880 

7 (1.79,2.15,1.20,2.09,0.89) (1 ,2, 1,1,2) .79467 

8 (1.79,0.78, 1.20,2.09,0.89) (1 ,3, 1,1,2) .82138 

9 ( 1.79,0.78,1.20,0.47,0.89) (i ,3, I ,2,2) .85670 

10 (0.43 ,0.78,1.20,0.47,0.89) (2,3, I ,2,2) .89958 

11 (0.43,0.78,0.22,0.47,0.89) (2,3 ,2,2,2) .92682 

12 (0.43,0.78,0.22,0.47,0.25) (2,3,2,2,3) .94 180 

6, SONUÇLAR 

Gerçek hayalta sı k karşılanılan bir problem, hı zlı ve seri bir şekilde marjinal 

analiz kullanarak çozülmüştür. Esasen bazı aksiyomlar yaparak veya yakl aşım teknikleri 

ku llanarak (Pages and Gondran (1986» , optimal çözümü bulmak mümkündür. Burada 

an l at ıl an metot herhangi bir aksiyom veya yaklaşım tekniği kullanmamıştı r. 
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Küç ük örneğimi zin incelenmesi, marj inal analiz metodunun çalı şması, hı zı, 

türetti ği çözümlerin kalitesi hakkında bir bilg i vermektedir. Daha geniş kapsamlı bil gi 

Yüceer (1999) tarafından veril miştir. Prat isyen le r açısından , her )=1,2, ... , 11 için r j oranı , 

birim başına güvenilirlik oranın ın katkısı o larak düşünülebil i r. Bilhassa, pratikte bu oranın 

anl amı ve kull anılmas ı oldukça değerlidir. 
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REDUNDANCY OPTIMIZATION VIA 
MARGINAL ANAL YSIS 

ABSTRACT 

An (lpplicarioıı of margiııal Q/ıalysis to redııııılm/ey optimiwliaı! is 
preseıııed. The objective I/ıııetion is ırans/omıed imo a separable 
IllIıctiolı and iıs dÜCl'ete coııcavity İs proved. Coııseqııemly, the margiııaf 
al/ocarioıı (tlgariflıııı obıaiııs nea,. optimal SOlıııiol/5 ve ı)' rapillly. Aıı 
exaıııple illııstrates the method. 

Key Words: Discrete Col/cavity, Margiııal Allocatioıı AIgoritlım, 
Resource Allocatioıı Problems. 
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